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Решается задача расчета долговечности сплошных образцов  и тонкостенных трубчатых образцов металлических 
материалов вследствие усталости при условии одновременного нагружения симметричным циклическим изгибом и 
симметричным циклическим кручением. Решение строится исходя из нелинейной модели предельного состояния, которая 
определяет зависимость между амплитудами напряжений цикла в форме степенной трансцендентной функции. Решения 
апробированы экспериментально на примере расчета долговечности вследствие усталости образцов из цветных сплавов, 
легированных сталей и жаропрочных сплавов. 
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Введение. Многие ответственные детали современных машин в процессе эксплуатации подвергаются 
воздействию сложного комбинированного циклического нагружения [1-3]. Так, например, на шейку 
коленчатого вала двигателя внутреннего сгорания одновременно действуют переменные крутящий и 
изгибающий моменты, фюзеляж самолета испытывает воздействие комбинаций циклического наддува, изгиба и 
кручения, а крыло самолета – воздействие комбинаций циклического изгиба, кручения и перерезывающей силы. 
Одной из основных причин преждевременного выхода из строя таких элементов конструкций является 
многоосная усталость – наиболее опасный и трудно предсказуемый вид разрушения. 
Однако, решению задач многоосной усталости при различных видах комбинированного нагружения 
посвящено ограниченное число экспериментальных и теоретических работ. Наиболее исследованной является 
двухосная усталость при совместном синфазном действии симметричного циклического изгиба и 
симметричного циклического кручения. В этой области накоплен необходимый объем первичных 
экспериментальных данных и предприняты попытки сформулировать на этой основе уравнения предельного 
состояния. Наиболее обоснованными представляются уравнения эллиптического вида [1-4], хорошо 
согласующиеся с экспериментальными данными для некоторых пластичных материалов [5]. Для большинства 
же конструкционных материалов эти уравнения оказались непригодными [3]. Что касается расчета усталостной 
долговечности при совместном действии циклического изгиба и циклического кручения, то такая задача не 
решалась. 
В работе [6] модель предельного состояния задается в форме степенной трансцендентной функции и 
апробируется экспериментально на широком классе металлических и композитных материалов при одноосном 
асимметричном растяжении-сжатии [7, 8]. На основе этой модели сформулированы эквивалентные напряжения 
и решены задачи расчета усталостной долговечности образцов материалов при варьировании статической 
компоненты [9, 10]. 
В настоящей работе модель предельного состояния в форме степенной трансцендентной функции 
обобщается на условия совместного синфазного нагружения циклическим изгибом и циклическим кручением и 
на этой основе решается задача расчета усталостной долговечности. 
§1. Постановка задачи. Рассматривается усталостное разрушение сплошных цилиндрических и 
тонкостенных трубчатых образцов при комбинированном нагружении циклическим симметричным 
изгибающим и крутящим моментами. 
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В этих условиях нагружения реализуется переменное во времени двухосное напряженное состояние. 
Нормальная     и   касательная     компоненты   переменного  напряженного  состояния  задаются   условиями 
  
sin 2
sin 2
a
a
n
n
      

 , (1.1) 
где a , a  – амплитудные значения нормальной и касательной компонент соответственно; n  – число циклов 
нагружения. 
Считается далее, что амплитудные значения a  и a  циклических напряжений изгиба и кручения не 
зависят от времени (стационарный режим), не превышают пределов текучести материала и достаточно быстро 
(частота нагружения f  10 Гц) изменяются от цикла к циклу. В этом случае усталостное разрушение реализуется 
в многоцикловой области, где число циклов до разрушения Rn  105. Кроме того, уравнения (1.1) отражают условия 
синфазности напряжений, что, согласно теории пластичности, адекватно условию «простого нагружения» [4]. 
Обобщение модели предельного состояния в форме степенной трансцендентной функции, построенной в 
[6] для одноосного асимметричного растяжения-сжатия, на двухосное симметричное циклическое нагружение 
записывается в виде 
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где коэффициент   чувствительности материала к нормальным напряжениям определяются из соотношения 
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Здесь n , n  – ограниченные пределы усталости при чистом кручении и чистом изгибе соответственно; 0a , 0a  
– амплитудные значения касательной и нормальной компонент в базовом единичном эксперименте  0 0a a  ; 
0
n  – ограниченный предел усталости при чистом кручении, соответствующий числу циклов до разрушения при 
напряжениях 0a  и 0a . 
Значения амплитуд напряжений 0a  и 0a  в базовом единичном эксперименте выбираются с учетом 
соотношения между пределами усталости n  и n , которое устанавливается на основе критериев разрушения. 
В качестве таких критериев используются критерий максимальных нормальных напряжений и критерий 
удельной энергии изменения формы [1, 11]. 
В соответствии с критерием максимальных нормальных напряжений соотношение между 0a  и 0a  
задается условием 
  0 0a a   , (1.4) 
а в соответствии с критерием удельной энергии изменения формы – условием  
  0 01
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Условие (1.4) может быть использовано для хрупких материалов, а условие (1.5) – для пластичных материалов. 
Задача заключается в экспериментальном обосновании модели предельного состояния (1.2) и в 
определении числа циклов до разрушения Rn  образцов металлических материалов в функции a  и a . 
Величина Rn  трактуется далее как усталостная долговечность. 
§2. Обоснование модели предельного состояния. Модель предельного состояния (1.2) может быть 
также записана в виде 
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или соответственно в виде 
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которые получены из (1.2) разложением cos( )  в ряд и удержанием в разложении трех и соответственно двух членов. 
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Модели предельного состояния (1.2), (2.1) и (2.2) апробируются экспериментально на задачах расчета 
зависимости между предельными значениями амплитуд a  и a  циклических нормальных и касательных 
напряжений. Расчетные и экспериментальные данные сравниваются для гладких цилиндрических и 
тонкостенных трубчатых образцов. Значения амплитуд циклических напряжений 0a  и 0a  базового 
идентифицирующего эксперимента, а также значения коэффициента  , рассчитанные по формуле (1.3), для 
некоторых из исследованных материалов приведено в таблице.  
Таблица 
Температура исследований, значения амплитуд циклических напряжений 0a  и 0a  базового 
идентифицирующего эксперимента и значения коэффициентов  , bq , bD , tq , tD  
Материал  , оС 
0
a , 
МПа 
0
a , 
МПа 
  bq  b
D , 
МПа bq  t
q  t
D , 
МПа tq  
Сталь 38ХН3МФА 20 220 180 0,64 13,36 7,76·10-42 31,03 5,89·10-83 
Титановый сплав ПТ-3В 20 277 219 0,68 5,33 4,28·10-21 3,70 1,16·10-15 
Сталь 20 20 79 34 0,51 2,34 3,12·10-11 5,93 9,42·10-19 
 
Экспериментальные данные, использованные при составлении таблицы и при сопоставлении с 
результатами расчетов, заимствованы из [12, 13, 14].  
Результаты расчетов предельных напряжений, выполненные по уравнения (1.2), (2.1) и (2.2) для 
некоторых из исследованных материалов, нанесены на рис. 1 линиями. Точками нанесены экспериментальные 
данные для гладких (сталь 38ХН3МФА и сплав ПТ-3В) и для тонкостенных трубчатых (сталь 20) образцов. 
Получено, как видно, вполне удовлетворительное согласование результатов расчетов, выполненных по всем 
трем вариантам модели предельного состояния, с экспериментальными данными. Максимальная погрешность 
составляет 37% и получена для тонкостенных трубчатых образцов из стали 20 (см. рис. 1.в). В остальных 
случаях погрешность не превышает 20%. 
§3. Расчет усталостной долговечности. Решаются задачи расчета усталостной долговечности сплошных 
цилиндрических и тонкостенных трубчатых образцов из изотропных металлических материалов при 
комбинированном нагружении циклическим изгибом и циклическим кручением. 
Задачи включают расчет усталостной долговечности Rn  в функции амплитуды нормальных напряжений 
a  по параметру амплитуды касательных напряжений a  и по параметру отношения a a  , а также в функции 
максимального касательного напряжения max . Решение строится на основе модели предельного состояния 
(2.2), достаточно точно удовлетворяющей граничным условиям и экспериментальным данным и близкой по 
структуре к некоторым эмпирическим моделям. 
3.1. Усталостная долговечность сплошных цилиндрических стержней. Задача решается для случаев, 
когда усталостная долговечность является функцией амплитуды нормальных напряжений и для случая, когда 
усталостная долговечность является функцией максимальных касательных напряжений. 
Для зависимости числа циклов до разрушения Rn  от амплитуды нормальных напряжений a  из (2.2) 
получаем уравнение 
 
 а  б  в 
Рис. 1. Расчетные (линии) и экспериментальные (точки) диаграммы предельных напряжений стали 
38ХН3МФА (а), титанового сплава ПТ-3В (б) и стали 20 (в) при комбинированном нагружении 
циклическим изгибом и циклическим кручением: (- - -) – расчеты по уравнению (1.2); (– · –) – расчеты 
по уравнению (2.1); (– ·· –) – расчеты по уравнению (2.2) 
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где принято 
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Здесь tq , tD  и bq , bD  – коэффициенты, определяющие положение кривых усталости в плоскости « Rn – a » и в 
плоскости « Rn – a » соответственно.  
Значения коэффициентов tq , tD , bq , bD  определяются по результатам обработки экспериментальных 
данных на усталость при чистом кручении ( a = 0) и при чистом изгибе ( a = 0). Задача сводится к 
минимизации функционалов вида 
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где ajp , Rjn  – набор дискретных значений амплитуд циклических напряжений кручения ( aj ajp    при aj = 0) 
и изгиба ( aj ajp    при aj = 0) и соответствующих им чисел циклов до разрушения. 
Значения коэффициентов tq , tD , bq , bD , рассчитанные для выбранных материалов согласно (3.3), 
приведены в таблице. 
Результаты расчетов усталостной долговечности сплошных цилиндрических стержней из стали 
30ХН3МФА, выполненных по уравнению (3.1) с использованием значений коэффициентов, приведенных в 
таблице, представлены на рис. 2.а. Уравнение (3.1) решается численно методом итераций. Результаты расчетов 
сопоставлены с экспериментальными данными, заимствованными из [12]. 
Для зависимости числа циклов до разрушения Rn  от максимальных касательных напряжений max  из 
(3.1) получаем уравнение 
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где принято 
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Рис. 2. Расчетные (линии) и экспериментальные (точки) значения усталостной долговечности сплошных 
цилиндрических стержней из стали 30ХН3МФА (а) при a = 123 (○), 180 ( ), 285 (●) МПа и из титанового сплава 
ПТ-3В (б)  при v = 0,79 и тонкостенных трубчатых элементов из стали 20 (в) при v = 0,435 (●) и 0,91 (○) 
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Результаты расчетов усталостной долговечности сплошных цилиндрических стержней из титанового 
сплава ПТ-3В, выполненных по уравнению (3.4) с использованием значений коэффициентов, приведенных в 
таблице и v =0,79, представлены на рис. 2.б. Уравнение (3.4) решается численно методом итераций. Результаты 
расчетов сопоставлены с экспериментальными данными, заимствованными из [14]. 
3.2. Усталостная долговечность тонкостенных трубчатых элементов. Задача решается для случая, 
когда усталостная долговечность является функцией амплитуды касательных напряжений. 
Для зависимости числа циклов до разрушения Rn  от амплитуды касательных напряжений a  из (2.2) 
получаем уравнение 
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которое, также как и уравнения (3.1) и (3.4), решается численно методом итераций. 
Результаты расчетов усталостной долговечности тонкостенных трубчатых элементов из стали 20, 
выполненных по уравнению (3.5) с использованием значений коэффициентов, приведены в таблице и значений 
v = 0,435 и 0,91, представлены на рис. 2.в. Результаты расчетов сопоставлены с экспериментальными данными, 
заимствованными из [13]. 
§4. Обсуждение результатов. В целом, как это видно из данных, приведенных на рис.1 и 2, модель 
предельного состояния (2.2) и построенные на её основе уравнения (3.1), (3.4) и (3.5) для расчета усталостной 
долговечности призматических стержней и тонкостенных трубчатых элементов при совместном нагружении 
симметричным циклическим изгибом и симметричным циклическим кручением удовлетворительно 
согласуются с результатами экспериментов. Максимальная погрешность при расчете предельного состояния 
составляет 30-40% и возникает в области больших амплитуд напряжений изгиба a  (рис. 1.а), где 
приближенная модель (2.2) не удовлетворяет граничным условиям при значениях a = 0, поскольку a n   . 
Максимальная погрешность по числу циклов до разрушения может достигать одного порядка (см. рис. 2.а) и 
возникает при значении амплитуды циклических напряжений a = 265 МПа, сопоставимом с пределом 
текучести материала при кручении. Расчеты по точной модели (штриховая линия) и с использованием 
коэффициента =2,0 (сплошная линия) погрешность практически не уменьшили. В остальных случаях 
погрешность не превышает 40%. 
Заключение. Решение задач расчета усталостной долговечности элементов конструкций при двухосном 
симметричном нагружении на основе моделей предельного состояния, связывающих предельные амплитуды 
циклических напряжений, является, по-видимому, наиболее обоснованным. В качестве одной из наиболее 
эффективных моделей предельного состояния может быть использована степенная трансцендентная функция. В 
качестве базовых экспериментов при определении параметров модели используются стандартные испытания 
гладких цилиндрических образцов на усталость при двух простых режимах нагружения и единичный 
идентифицирующий эксперимент на усталость при двухосном нагружении. В предлагаемом методе не 
учитывается возможность выхода материала элемента конструкции на физический предел усталости. Такая 
возможность должна задаваться дополнительным условием. 
Предложенный метод может быть использован для расчета усталостной долговечности при 
комбинированном нагружении симметричным изгибом и кручением применительно к алюминиевым сплавам и 
композиционным материалам. 
 
 
Анотація. Розв’язується задача розрахунку довговічності суцільних зразків та тонкостінних трубчатих зразків металевих 
матеріалів внаслідок втоми за умов одночасного навантаження симетричним циклічним згином та симетричним 
циклічним крученням. Розв’язок будується виходячи із нелінійної моделі граничного стану, що задає залежність між 
амплітудами напружень циклу у формі степеневої трансцендентної функції. Розв’язки апробовано експериментально на 
прикладі розрахунку довговічності внаслідок втоми зразків із кольорових сплавів, легованих сталей та жароміцних сплавів. 
Ключові слова: багатоциклова втома, суцільні призматичні зразки, тонкостінні трубчаті зразки, ізотропні металічні 
матеріали, комбінований циклічний згин з крученням, симетричне навантаження, довговічність на втому. 
 
Abstract. The problem of fatigue lifetime calculation of material specimens under combined completely reversed cyclic bending and 
torsion loading is solved. Solid prismatic and thin walled tubular specimens made of isotropic metal materials have been the subject 
of this investigation. The method for solving of the problem considered is based on a nonlinear model of the boundary state under 
combined bending and torsion. The model establishes the relation between bending stress and torsion stress amplitudes is given by 
an exponential transcendental function. The resolving equations for the fatigue lifetime calculation have been formulated within the 
frame work of the boundary state model suggested. The material constants of the model were determined from pure cyclic bending 
and pure cyclic torsion test data as well as from identity combined bending and torsion test. The number of cycles to failure of 
specimens made of non-ferrous alloys, alloy steel and heat-resistant steel under combined bending and torsion as a function of 
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bending stress amplitude, shear stress amplitude and maximum shear stress have been calculated. Calculation results have been 
approved experimentally. 
Keywords: multicycle fatigue, solid prismatic specimens, thin-walled tubular specimens, isotropic metal materials, combined cyclic 
bending and torsion, completely reversed loading, fatigue lifetime. 
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